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8. Geometriškai netiesiniai uždaviniai  

Kaip jau minėta ankstesniuose poskyriuose, geometrinis netiesiškumas atsiranda dėl atskiro elemento ar visos struktūros geometrijos pasikeitimų. Bendrosiose netiesinio uždavinio lygtyse atsižvelgiama ir į geometrinį netiesiškumą. Tik ne visų poslinkių ar deformacijų pokyčiai turi vienodą įtaka standumui. Iš inžinerinių konstrukcijų geometriniam netiesiškumui jautriosios yra plonasienės struktūros, tokios kaip strypai, plokštės ar kevalai. Čia lemiamą įtaką turi netiesinės lenkimo deformacijos, atsirandančios dėl ašinių (membraninių) jėgų poveikių. Tuo tarpu netiesiniai ašinių (membraninių) deformacijų efektai įvertinami gerokai rečiau. Dėl šių priežasčių daugiau dėmesio skirsime strypų ar plokštelių nagrinėjimui.

8.1. Strypinės struktūros su vienu laisvės laipsniu pavyzdys
Nepaisant didelės tokių modelių įvairovės, būdinga geometriškai netiesinės struktūros elgsena gali būti suvokiama nagrinėjant sąlygiškai paprastos strypinės struktūros su vienu laisvės laipsniu pavyzdį.

[image: image1.wmf]
8.1 pav. Geometriškai netiesinė struktūra su vienu laisvės laipsniu

Panagrinėsime strypą, kurio geometrija, įtvirtinimo sąlygos bei apkrovos pavaizduotos 8.1 pav. Strypas deformuojasi kaip tempiamas ir gniuždomas elementas. Jo geometriją nusako dydžiai x0 ir y0. Iš šių reikšmių apskaičiuojamas pradinis strypo ilgis, kuris žymimas dydžiu l1. Strypo skerspjūvio plotas žymimas A. Strypo medžiaga yra tiesiškai tampri, o jos tamprumo modulis yra E.

Strypas apkrautas laike kintančia apkrova F(t), o jo būvis aprašomas vienu laisvės laipsniu ( vertikaliuoju poslinkiu w(t). Aktualioji deformuotos sistemos geometrija aprašoma poslinkiu w, pasisukimo kampu ( bei ilgiu l2 .

Kaip ir įprasta tiesinių struktūrų mechanikoje, jos darbą aprašysime vektoriniais dydžiais,  t. y. poslinkių vektoriumi {U} , deformacijų vektoriumi {(} bei vidinių jėgų vektoriumi {Q}. Išorines apkrovas aprašysime vektoriumi {F}. Šiame pavyzdyje vektoriai turi tik po vieną komponentą ir virsta skaliarais {U} ( {w}, {(} ({(}, {Q} ( {N}, {F} ( {F}. Čia ( yra strypo deformacija (pailgėjimas), o N ( strypo ašinė jėga.

Struktūros būvį aprašo pusiausvyros, geometrinės bei fizinės lygtys. Pusiausvyra aprašoma viena vertikaliųjų jėgų pusiausvyros lygtimi. Šiuo atveju apkrovą ir ašinę jėgą sieja priklausomybė :
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Įrašę į išraišką (8.1) 8.1 pav. pateiktus struktūros matmenis, gausime pusiausvyros lygtį, išreikštą poslinkiais
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Siekiant supaprastinti galutines išraiškas, laikoma, kad y0 (( l1. Šiuo atveju l2 ( l1, o lygybė (8.2) pakeičiama nauja apytiksle išraiška. Reikiamai pertvarkius, ji perrašoma matricine forma, kaip įprasta pusiausvyros lygtims:
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(8.3)

Kitą lygčių grupę sudaro geometrinės lygtys. Kad būtų galima sudaryti šias lygtis (mūsų atveju ( vieną lygtį), pirmiausia reikia santykinę deformaciją išreikšti poslinkiais bei geometriniais struktūros rodikliais. Strypo santykinė deformacija ( ( ( išreiškiama įprastu būdu, t. y. kaip santykinis strypo pailgėjimas :
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Ilgiams skaičiuoti taikant Pitagoro teoremą, deformaciją galima išreikšti tokia formule:
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Pertvarkius, ją galima perrašyti paprastesne išraiška:
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Kvadratinės šaknies traukimo veiksmą aprašius pagal apytikslę formulę, deformacijų išraiška gali būti pateikta laipsninio daugianario pavidalu :
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Sudauginus gaunamas daugianaris, kurio didžiausias laipsnis yra keturi. Kadangi aukštesniojo laipsnio nariai yra pakankamai maži dydžiai, atsižvelgiant tik į pirmojo bei antrojo laipsnio narius, deformacijos išraiška dar labiau supaprastinama
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0

2

0

0

0

2

1

 

 

x

w

x

w

x

y

+

»

D

 .

Įvertinę prielaidas, taikytas sudarant pusiausvyros lygtį, t. y. x0 ( l1, ir atlikus tam tikrus pertvarkymus, turėsime palyginti paprastą deformacijos (8.4) išraišką:
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Ši priklausomybė reiškia struktūros geometrinę lygtį. Matricine forma:
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Trečiąją lygčių grupę sudaro fizinės priklausomybės, nusakančios priklausomybę tarp vidinių jėgų ir deformacijų. Matricine forma
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Nesunku įžvelgti, kad lygtis (8.7) yra žinoma medžiagų mechanikoje. Taikant fizines ir geometrines lygtis (8.7) ir (8.6), galima ašinę jėgą N išreikšti poslinkiu w ir sudaryti poslinkių metodui įprastą pusiausvyros lygtį. Tai yra netiesinė lygtis, kurią visai struktūrai galima užrašyti žinomu pavidalu:
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(8.8)

Atlikus reikiamus veiksmus, šią lygtį galima užrašyti analizine išraiška:
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            (8.9)

Lygti (8.9) galima išreikšti prieaugiais.
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(8.10)

Liestinė standumo matrica [KT] yra nustatoma pagal
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  Šiuo atveju, ji gaunama diferencijuojant statikos lygtį (8.3):
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Šiame uždavinyje matrica tampa skaliariniu dydžiu KT. Diferencijuojant (8.11) kaip sandaugą:
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Įstačius jėgos N išraišką iš fizinių lygčių (8.7):
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Matematiškai ją pertvarkius galima užrašyti galutinę išraišką:
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Nesunku pastebėti, kad ją sudarantys nariai atitinka tris standumo matricos dedamąsias. Pirmasis narys atitinka įprastą tiesinę dalį, antrasis narys  įvertina didelių poslinkių įtaką ir rodo standumo pasikeitimą dėl konstrukcijos formos pasikeitimo, o trečiasis ( nusako pradinių jėgų įtaką struktūros standumui ir atitinka geometrinę standumo matricą .

Siekiant geriau parodyti geometrinio netiesiškumo įtaką, panagrinėsime tą patį pavyzdį, kai judantis mazgas yra sustiprintas papildoma spyruokle, turinčia tiesinį standumą KS (8.2 pav.)

[image: image23.wmf]
8.2 pav. Geometriškai  netiesinė  struktūra  su  vienu  laisvės  laipsniu, 

sustiprinta  spyruokle  

Spyruoklė gali būti aprašyta kaip papildomas baigtinis elementas, o jo standumas pagal elementų surinkimo procedūrą pridedamas prie strypo standumo.

Modifikavus lygtį (8.9), galutinė jos išraiška matricine forma bus tokia:
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(8.13)

Užsidavę konkrečias geometrinių ir medžiagos rodiklių reikšmes ( EA ( 5(105 N, y0 ( 25 mm, l1 ( 2500 mm, paaiškinsime lygties sprendinį. Jėgos F ir poslinkio w priklausomybė pavaizduota 8.3 pav.. Sprendinys labai priklauso nuo spyruoklės standumo KS. Pavyzdys buvo sprendžiamas esant skirtingoms reikšmėms KS = 0,0; 0,5; 0.7; 1,0; 8,0. 

Kai yra santykinai didelės spyruoklės standumo KS reikšmės (KS ( 8), ši priklausomybė neturi  ekstremumo  ir  konstrukcijos  būsena išlieka stabili. Mažėjant spyruoklės standumui (KS ( 1) kreivė turi du ekstremumus. Tarp šių ekstremumų liestinis standumas yra neigiamas (KT ( 0), kas rodo susidariusią nestabilią pusiausvyros būseną. Patekus į nestabilią būseną, struktūra akimirksniu sieks užimti stabilią pusiausvyros padėtį. Plačiau apie stabilumą bus kalbama kitame poskyryje.
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8.3 pav. Funkcijos F = F(w) reikšmės,

esant  įvairiems  spyruoklės  standumams KS 

8.2. Plokštės modelis įvertinant viduriniosios plokštumos kreivumą

Nagrinėjama plokštė yra būdingas plonasienės konstrukcijos pavyzdys, kur skirtingos deformacijų ir poslinkių dedamosios turi skirtingą įtaką bendram visos konstrukcijos darbui. Būtent nežymūs įlinkiai (viduriniosios plokštumos išlinkimas) gali turėti lemiamą įtaką  bendrosioms deformacijoms. Panagrinėsime ploną plokštę, apkrautą plokštumoje išdėstytomis apkrovomis. Netiesinis modelis įvertina ne tik plokštės deformavimąsi  plokštumoje, bet ir plokštumos išsikreivinimą. Tuo būdu gaunasi kombinuotas uždavinys jungiantis tiek plokščią uždavinį, tiek lenkiamą plokštę, dar kitaip plokštelė virsta kevalu.
kevalo lygtys. 
Statikos lygtys:
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                     (8.14a)
Geometrinės lygtys:
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                  (8.14b)
Fizinės lygtys
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                  (8.14c)
Membraninis standis
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Lenkimo (cilindrinis) standis
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 Įrąžas ir deformacijas išskaidome į 2 grupes. Indeksu M pažymėti membraniniai dydžiai, indeksu B su lenkimu susiję dydžiai.

Deformacijas pažymėsime vektoriais
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kur ( - žymi membranines deformacijas, o ( - lenkimo deformacijos (deformuotos viduriniosios plokštumos, šiuo atveju jau viduriniojo paviršiaus kreivius).
Vidinės jėgos yra aprašomos įrąžų vektoriumi
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kur N yra membraninės jėgos, o M yra momentai.

Poslinkiai nusakomi vektoriumi 
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Deformacijų vektorių išreikšime tokiu būdu:
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Šio vektoriaus dedamąsias išreikšime per poslinkius. Pirmasis narys atitinka tiesines dedamąsias, kur {
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} - lenkiamos plokštės deformacijas
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(8.16a)
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(8. 16b)

Netiesinis narys sudarytas įvertinant tik įlinkių išvestinių tarpusavio sąveikos įtaką (antrojo laipsnio narius):
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(8. 17)

Užrašant diskretųjį modelį, mazgų membraninius poslinkius sudaro vektorius {
[image: image41.wmf]e
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}, sudarytas iš poslinkių u ir v mazginių reikšmių, o lenkimą aprašo poslinkių vektorius 
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Taigi geometrinę lygtį elemente e užrašysime įprastų būdu:
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(8. 18)

kur geometrinė matrica išreiškiama taip
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o jos atskiros tiesinė ir netiesinė dedamosios yra tokios struktūros: 
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(8.19b)

Tiesinis narys sudaromas kaip ir įprasta tiesinėse sistemose. Jis susideda iš atskirų membraninės ir lenkimo sudedamųjų dalių, kurios gali būti sudarytos jau žinomais būdais.

Plačiau aptarsime netiesinį narį (8.19b), kur netiesinė deformacijų dedamoji užrašoma tokioje formoje:
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Čia [
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] yra diferencialinis operatorius, 
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Aproksimavus įlinkius elementui e naudojant įprasta baigtinių elementų metodo techniką, vektorių 

 galima išreikšti standartiniu būdu:
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Taigi iš čia sektų, kad
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Patogumo dėlei lygčių 
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fizinę matricą žymime kaip membraninės ir lenkimo dalies sumą:
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atskiri blokai 
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] sudaromi naudojant plokščiojo uždavinio ir lenkiamos plokštės atitinkamas fizines matricas.

Turint deformacijų išraiškas (8.21-22) ir fizines lygtis (8.23), plokštės baigtinio elemento standumo matrica sudaroma kaip atskirų matricų suma. Matricos pirmasis narys virsta tiesinė matrica 
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Šiek tiek plačiau apsistosime ties geometrinės standumo matrica 
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Kadangi tiesinės dalies išvestinė nulis, tai
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Įvertinus (8.19)
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Panaudojus (8.26), geometrinė standumo matrica  išreiškiama lygybe
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(8.27)

Atsižvelgiant į (8.22) šią lygybę galima perrašyti taip
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(8.28)

Atlikus matematinius pertvarkymus galima įrodyti lygybę
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yra membraninių įrąžų matrica.

Įvertinus tokius pertvarkymus elemento geometrinė standumo matrica turi tokią struktūrą:
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Nesunku pastebėti, kad 
[image: image68.wmf][
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 yra simetrinė matrica.

8.3. Stabilumo uždavinys
Reiškinys, kai konstrukcija ar atskiros jos dalys praranda sugebėjimą priešintis išorinėms apkrovoms vadinamas stabilumo praradimu. Tradiciniame medžiagų atsparumo kurse buvo nagrinėtas atskiras stabilumo praradimo atvejis - strypų klupdymas. Sudėtingose struktūrose stabilumo praradimas (nestabilumas) gali pasireikšti įvairiomis formomis.

Stabilumo praradimas pasireiškia kai suteikiami pusiausvyros būvyje esančiai struktūrai labai maži poslinkiai, o struktūra staigiai pereina iš vieno pusiausvyros būvio į kitą. Taškas, kuriame įvyksta perėjimas iš vieno pusiausvyros būvio į kitą, vadinamas bifurkacijos tašku. Stabilumo reiškinį panagrinėsime grafiškai. Pav. 8.4a vaizduoja stabilų netiesiškai deformuojamos struktūros darbą, o 8.4b - f - nestabilų struktūrų darbą.

a)




b)



c)

[image: image69.wmf]
d)
e)



f)

[image: image70.wmf][image: image71.wmf]
8.4. pav. Stabilumo reiškinio iliustracija:

a)  stabili struktūra, b - f) nestabilios struktūros

Klasikinis stabilumo uždavinys apsiriboja pirmojo bifurkacijos taško radimu. Praktiškai samprotaujant šis uždavinys aprašomas ištiesinta diagrama, kur iki kritinės jėgos Fcr sistema elgėsi tiesiškai, o pasiekus šią jėgą jį praranda stabilumą (8.4f pav.).

Struktūros darbas prieš pasiekiant pirmąjį bifurkacijos tašką vadinamas ikikritiniu, o darbas pasiekus šį tašką - pokritiniu. Praktiškai toks ištiesintas arba pradinio stabilumo praradimo uždavinys neduoda atsakymo apie tolimesnį pokritinį struktūros darbą. Tik išanalizavus pokritinį darbą, galima spręsti apie bifurkacijos taško pobūdį, tuo pačiu apie realaus stabilumo praradimą. Vienu atveju (8.4b pav.) struktūra ir toliau dirba stabiliai, o kitais atvejais (8.4c-e pav.) stabilumo praradimas gali reikšti visišką jos suirimą. Tik pilnas netiesinis uždavinio modelis (8.5) su visais standumo matricos nariais (8.28) įgalina modeliuoti pokritinį struktūros elgesį. Tai yra labai sudėtingas uždavinys, kuriam spręsti prieš tai aptartų klasikinių sprendimų algoritmų nepakanka. Ypatingi sunkumai atsiranda bifurkacijos taškų aplinkoje, kur liestinė standumo matrica tampa neapibrėžta (8.4e pav.) arba lygi nuliui (8.4b-e pav.).

Daugeliu atveju, o ypatingai inžineriniuose taikymuose ištiesintas stabilumo uždavinys sutapatinamas su pradinio stabilumo uždaviniu, kur siekiama nustatyti pirmąjį bifurkacijos tašką. Formuluojant matematinį modelį, naudojamasi prielaida apie proporcingą apkrovą:
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Čia ( laiko t bėgyje kintantis yra proporcingumo daugiklis, o {F0} yra duotas pradinis apkrovos vektorius. Stabilumo praradimas tokiu atveju yra apibūdinamas kritine apkrova {Fcr}, kurią nusakome daugikliu (cr:
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Ignoruojant dideles deformacijas 
[image: image74.wmf][
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 ir atsižvelgiant į (8.32) statikos lygtis gali būti užrašyta tokiu būdu
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Bifurkacijos taško mechaninė interpretacija reiškia, jog struktūra netenka stabilumo, esant labai mažiems poslinkių pokyčiams (variacijoms), kai išorinės apkrovos išlieka pastovios. Tokiu būdu poslinkiui padidėjus dydžiui 
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, šį pokytį atitinkanti situacija apibūdinama lygtimi


[image: image77.wmf][

]

[

]

(

)

{

}

}

0

0

{

U

K

K

=

d

l

-

GEOM

cr

,

kur, kaip matote, išorinė apkrova (laisvasis narys) prilyginama nuliui. Šis uždavinys gali būti perrašytas kaip tikrinių reikšmių uždavinys:
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf][

]

[

]

(

)

{

}

}

0

0

{

Z

K

K

=

l

-

GEOM

cr

.
(8.35)

Čia tikrinė reikšmė (cr atitinka kritinės jėgos daugiklį, o tikrinė forma {Z} yra sistemos stabilumo forma (deformavimosi forma) ikikritiniu momentu.

Lygtis (8.35) gali būti gauta ir energetiniais metodais.
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